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MATRICES

Definicion: Se dice que K, con las operaciones 4 y - es un cuerpo, si
cumple las siguientes propiedades:
1) (K, +) es un grupo abeliano:

a) Asociatividad:
(Vx,y,zeK) ((x+y)+z=x+(y+z))
b) Elemento Neutro:
(Vx €eK)(F0 e K) (x+0=0+x = x)
¢) Elemento inverso:
(Vx € K) (3(—x) € K) (x+ (—x) = (—x) +x = 0)
d) Conmutatividad:

(Vx,y €K) (x+y =y +x)
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2) (K, -) es un grupo abeliano:

a) Asociatividad:
(V. y,z€ K)((x-y)-z=x-(y-2))
b) Elemento Neutro:
(Vx e K)(FT1eK)(x-1=1-x=x)
¢) Elemento inverso:
(VxeK) (Ix T eK) (x-(x 1) =(x1-x=1)
d) Conmutatividad:

(Vx,y €K) (x-y =y-x)
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3) La multiplicacién es distributiva:

(Vx,y,zeK)((x+y) - z=x-z+y-2)
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Ejercicio: Analice si los siguientes conjuntos numéricos son un cuerpo, si
no lo son diga cual propiedad falla:

N
NORXNZ

N

w
~— — — —
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@ Definicion:
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@ Definicion:

e Una matriz A de orden (o tamafio) n x m con coeficientes en un
cuerpo KK, es un arreglo rectangular de nimeros reales con n filas y
m columnas, es decir,

a1 a2 413 - dy(m-1) @lm

21 422 423 "t dy(m-1) 92m

a31 a3 d33 - d3(m—1) @Bm
A= An><m = (aij)nxm =

dnl  an2 an3 dn(m—1) dnm
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@ Definicion:

e Una matriz A de orden (o tamafio) n x m con coeficientes en un
cuerpo KK, es un arreglo rectangular de nimeros reales con n filas y
m columnas, es decir,

a1 a2 413 - dy(m-1) @lm

21 422 423 "t dy(m-1) 92m

a31 a3 a3 - d(m-1) 93m
A= An><m = (aij)nxm =

dnl an2 dn3 ' dp(m-1) Fnm

@ El elemento ubicado en la fila i y columna j se denota por aj;.
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@ Definicion:

e Una matriz A de orden (o tamafio) n x m con coeficientes en un
cuerpo KK, es un arreglo rectangular de nimeros reales con n filas y
m columnas, es decir,

a1 a2 413 - dy(m-1) @lm

21 422 423 "t dy(m-1) 92m

a31 a3 a3 - d(m-1) 93m
A= An><m = (aij)nxm =

dnl an2 dn3 ' dp(m-1) Fnm

@ El elemento ubicado en la fila i y columna j se denota por aj;.

@ Los elementos aj, donde i =1,...n,j=1,...m se :llaman los
coeficientes de la matriz y pertenecen a K.
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EJEMPLOS
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o Definiciones: Sean A = (aj) ., y B = (bj),,,, dos matrices con
coeficientes en K
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o Definiciones: Sean A = (aj) ., y B = (bj),,,, dos matrices con
coeficientes en K

@ 1) M« (K) : denotard el conjunto de todas las matrices de orden
n X m con coeficientes en K.
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o Definiciones: Sean A = (aj) ., y B = (bj),,,, dos matrices con
coeficientes en K

@ 1) M« (K) : denotard el conjunto de todas las matrices de orden
n X m con coeficientes en K.

@ 2) Si n = m: la matriz A se dice cuadrada.
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o Definiciones: Sean A = (aj) ., y B = (bj),,,, dos matrices con
coeficientes en K

1) M« m(K) : denotard el conjunto de todas las matrices de orden
n X m con coeficientes en K.

@ 2) Si n = m: la matriz A se dice cuadrada.

@ 3) Las matrices Ay B se dicen que son igualessin=p , m=gqy
ajj = b,'j
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o Definiciones: Sean A = (aj) ., y B = (bj),,,, dos matrices con
coeficientes en K

@ 1) M« (K) : denotard el conjunto de todas las matrices de orden
n X m con coeficientes en K.

@ 2) Si n = m: la matriz A se dice cuadrada.

@ 3) Las matrices Ay B se dicen que son igualessin=p , m=gqy
ajj = b,'j

@ 4) Para una matriz A llamaremos submatriz de A a cada matriz que
se obtenga de ella suprimiendo algunas de sus filas y/o columnas.
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o OPERACIONES CON MATRICES
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o OPERACIONES CON MATRICES

o Sean A= (aj),.,, Y B = (bjj),,, dos matrices:
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o OPERACIONES CON MATRICES

o Sean A= (aj),.,, Y B = (bjj),,, dos matrices:

e 1) SUMA:

ait+bin an+bio - aim+bim
A—|—BI(3,'J'—|—b,'j) = : : : :

nxm

ap1 + bnl an + bn2 ot anm + bnm
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OPERACIONES CON MATRICES

Sean A = (ajj), ., Y B = (bjj),,, dos matrices:

e 1) SUMA:
air+bir anp+bi2 -+ aim+bim
anl + bnl an2 + bn2 e anm + bnm
@ Observaciones:
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OPERACIONES CON MATRICES

Sean A = (ajj), ., Y B = (bjj),,, dos matrices:

e 1) SUMA:
an+bin an+bo -+ aim+bim
A+ B = (aj+bjj) i = : : :
an + bnl an2 + bn2 e anm + bnm
o Observaciones:
@ a) las matrices que se suman deben ser del mismo orden.
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OPERACIONES CON MATRICES

Sean A = (ajj), ., Y B = (bjj),,, dos matrices:

e 1) SUMA:
an+bin an+bo -+ aim+bim
A+ B = (aj+bjj) i = : : :
an + bnl an2 + bn2 e anm + bnm
o Observaciones:
@ a) las matrices que se suman deben ser del mismo orden.

b) el orden de la matriz resultante se mantiene.
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o OPERACIONES CON MATRICES

o Sean A= (aj),.,, Y B = (bjj),,, dos matrices:

e 1) SUMA:

ait+bin an+bio - aim+bim
A—|—BI(3,'J'—|—b,'j) = : : : :

nxm

ap1 + bnl an + bn2 ot anm + bnm

Observaciones:

a) las matrices que se suman deben ser del mismo orden.
b) el orden de la matriz resultante se mantiene.
c)A+B=B+A
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° 2) MULTIPLICACION POR ESCALAR:

Claudia Barrera Robles () Matrices y Sistemas de Ecuaciones Il semestre 2010 10 / 63



° 2) MULTIPLICACION POR ESCALAR:

@ Sea pc K

B-ayy B-az -+ PB-aim
B-A=(a-aj),m= : : :
ﬁ'anl ,B'anQ ﬁ'anm

Claudia Barrera Robles () Matrices y Sistemas de Ecuaciones Il semestre 2010



° 2) MULTIPLICACION POR ESCALAR:

@ Sea pc K

B-ayy B-az -+ PB-aim
B-A=(a-aj),m= : : :
ﬁ'anl ,B'anQ ﬁ'anm

@ Observaciones:
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° 2) MULTIPLICACION POR ESCALAR:

@ Sea pc K
B-ain B-aw -+ B-aim
IB.A:(“.a"j)nXm:
B-am B-am - PB-am
e Observaciones:
@ a)el orden de la matriz resultante se mantiene.
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° 2) MULTIPLICACION POR ESCALAR:

@ Sea pc K
B-ain B-aw -+ B-aim
IB.A:(“.a"j)nXm:
B-am B-am - PB-am
e Observaciones:
@ a)el orden de la matriz resultante se mantiene.

Q) p-A=A-p
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e 3) MULTIPLICACION:
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e 3) MULTIPLICACION:

o Sean A= (aj),., ¥ B = (bjj),,, dos matrices:

m
A-B=C=|c=) au-by
k=1

nxq
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e 3) MULTIPLICACION:

o Sean A= (aj),., ¥ B = (bjj),,, dos matrices:

m
A-B=C=|c=) au-by
k=1

nxq

@ Observaciones:
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e 3) MULTIPLICACION:
o Sean A= (aj),., ¥ B = (bjj),,, dos matrices:
A-B=C=|c=) au-by
k=1 nxgq
@ Observaciones:
° a) Anxm - Bm><q = Cn><q
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e 3) MULTIPLICACION:
o Sean A= (aj),., ¥ B = (bjj),,, dos matrices:
A-B=C= (C,'j: Za,-k-bkj>
k=1 nxq
@ Observaciones:
° a) Anxm - Bm><q = Cn><q
ec)iA-B=B-A7?

Claudia Barrera Robles () Matrices y Sistemas de Ecuaciones Il semestre 2010 11/



@ Definiciones:
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@ Definiciones:

@ a) Se dice que dos matrices conmutan o son conmutativas si
A-B=B-A
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@ Definiciones:

@ a) Se dice que dos matrices conmutan o son conmutativas si
A-B=B-A

@ b) Se define la matriz identidad o unitaria de orden n a la matriz /,

de la forma:
1 0 0
1= 0 1 0
/_'”_[‘5’1]_{0,/7&1'_ 0 0
0 1
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o Definiciones:
@ a) Se dice que dos matrices conmutan o son conmutativas si
A-B=B-A

@ b) Se define la matriz identidad o unitaria de orden n a la matriz /,

de la forma:
1 0 0
. 1 0 -
1, i=j
/=/,,:[5,~j]={0' i#j |t oo o0
: 0 1

@ ¢) Se define la matriz nula a la matriz cuyos coeficientes son todos

Ceros.
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o Definiciones:
@ a) Se dice que dos matrices conmutan o son conmutativas si
A-B=B-A

@ b) Se define la matriz identidad o unitaria de orden n a la matriz /,

de la forma:
1 0 --- 0
. 1 0
1, i=j
/=/n=[f5fj]={o,i7éj: 0 .0
: 0 1

@ c) Se define la matriz nula a la matriz cuyos coeficientes son todos

Ceros.

@ d Se define la potencia nde A, como A" =A-A----- A (n veces).
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Definiciones: Sea A = (aj), :

@ a) Se dice que A es una matriz diagonal si a; = 0,/ # j, es decir,

a7 0 -+ 0

0 ano 0
A= 0o . 0
0 amn
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Definiciones: Sea A = (aj), :

@ a) Se dice que A es una matriz diagonal si a; = 0,/ # j, es decir,

ail 0 0

0 dno 0
A= 0o . o0
0 any

@ b) Se dice que A es una matriz triangular superior si a; =0 ,
i > j (todo elemento bajo la diagonal es cero)

Claudia Barrera Robles () Matrices y Sistemas de Ecuaciones Il semestre 2010 13 / 63



Definiciones: Sea A = (aj), :

@ a) Se dice que A es una matriz diagonal si a; = 0,/ # j, es decir,

ail 0 0

0 dno 0
A= 0o . o0
0 any

@ b) Se dice que A es una matriz triangular superior si a; =0 ,
i > j (todo elemento bajo la diagonal es cero)

@ c) Se dice que A es una matriz triangular inferior si aj=0,
i < j (todo elemento sobre la diagonal es cero)
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Definiciones: Sea A = (aj), :

@ a) Se dice que A es una matriz diagonal si a; = 0,/ # j, es decir,

ail 0 0

0 dno 0
A= 0o . o0
0 any

@ b) Se dice que A es una matriz triangular superior si a; =0 ,
i > j (todo elemento bajo la diagonal es cero)

@ c) Se dice que A es una matriz triangular inferior si a; =0 ,
i < j (todo elemento sobre la diagonal es cero)

@ d) Se dice que A es una matriz triangular estrictamente superior
sia; =0, 12>j
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@ e) Se dice que A es una matriz triangular estrictamente inferior
sia; =0, 1<y
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@ e) Se dice que A es una matriz triangular estrictamente inferior
sia;j =0, i<

e f) Se dice A es involutiva si A> = |
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@ e) Se dice que A es una matriz triangular estrictamente inferior
sia;j =0, i<

o f) Se dice A es involutiva si A> = |

@ g) Se dice A es idempotente si A2 = A
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@ e) Se dice que A es una matriz triangular estrictamente inferior
sia;j =0, i<
o f) Se dice A es involutiva si A> =/

o g) Se dice A es idempotente si A> = A

@ h) se dice A es nilpotente si existe k € N tal que AX = 0.
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o Definicién: Sea A= (a),,
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o Definicién: Sea A = (aj),,

@ Trasponer una matriz A consiste en intercambiar sus filas por sus
columnas, respetando la secuencia.
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o Definicién: Sea A = (aj),,

@ Trasponer una matriz A consiste en intercambiar sus filas por sus
columnas, respetando la secuencia.

@ La traspuesta de A se denota por Al.
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o Definicién: Sea A = (aj),,

@ Trasponer una matriz A consiste en intercambiar sus filas por sus
columnas, respetando la secuencia.

o La traspuesta de A se denota por Al.

@ Propiedades: Sean Ay B matrices de orden n x my B € K.
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Definicién: Sea A = (aj),, ., :

@ Trasponer una matriz A consiste en intercambiar sus filas por sus
columnas, respetando la secuencia.

La traspuesta de A se denota por Af.

Propiedades: Sean Ay B matrices de orden nx my p € K.
a) (A-B)' =Bt - At
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o Definicién: Sea A = (aj),,

@ Trasponer una matriz A consiste en intercambiar sus filas por sus
columnas, respetando la secuencia.

o La traspuesta de A se denota por Al.

o Propiedades: Sean Ay B matrices de orden n x my B € K.
0a) (A-B) =Bt A
e b) (A+B) = At + Bt
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o Definicién: Sea A = (aj),,

@ Trasponer una matriz A consiste en intercambiar sus filas por sus
columnas, respetando la secuencia.

o La traspuesta de A se denota por Al.

Propiedades: Sean Ay B matrices de orden nx my p € K.
a) (A-B)" =Bt At

b) (A+ B)" = A + Bt

) (B-A) = (A-B)" =B A
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o Definicién: Sea A = (aj),,

@ Trasponer una matriz A consiste en intercambiar sus filas por sus
columnas, respetando la secuencia.

o La traspuesta de A se denota por Al.

Propiedades: Sean Ay B matrices de orden nx my p € K.
a) (A-B)' =Bt At

b) (A+ B)" = At + B!

<) (B-A) = ( B =p-A

d) (A)" =
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o Definiciones: Sea A = (aj),. . :
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o Definiciones: Sea A= (aj),. . :

@ a) Si A= A? sedice que A es simétrica.
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o Definiciones: Sea A= (aj),. . :

@ a) Si A= Af, se dice que A es simétrica.

@ b) Si A= —A", se dice que A es antisimétrica.
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Definiciones: Sea A = (ajj),. . :
@ a) Si A= Af, se dice que A es simétrica.

@ b) Si A= —A', se dice que A es antisimétrica.

@ Observacion:
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Definiciones: Sea A = (ajj),. . :
@ a) Si A= Af, se dice que A es simétrica.

@ b) Si A= —A', se dice que A es antisimétrica.

Observacion:

las matrices simétricas y antisimétricas son cuadradas.
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@ Proposicién:

Claudia Barrera Robles () Matrices y Sistemas de Ecuaciones Il semestre 2010 17 / 63



o Proposicion:

@ a) La suma y producto escalar de matrices simétricas es simétrica.
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o Proposicion:

@ a) La suma y producto escalar de matrices simétricas es simétrica.

@ b) El producto de matrices simétricas es simétrica si y sélo si las
matrices conmutan.
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MATRICES INVERTIBLES

@ Definicion:
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MATRICES INVERTIBLES

o Definicion:
@ Se dice que una matriz cuadrada A es invertible (regular, no
singular), si existe una matriz B tal que A-B=B-A=1.
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MATRICES INVERTIBLES

o Definicion:
@ Se dice que una matriz cuadrada A es invertible (regular, no
singular), si existe una matriz B talque A-B=B-A=1.

o Notacion:
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MATRICES INVERTIBLES

o Definicion:

@ Se dice que una matriz cuadrada A es invertible (regular, no
singular), si existe una matriz B talque A-B=B-A=1.

o Notacion:

@ Si A es regular A1 para la inversa de A.
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EJEMPLOS
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o Proposicion:
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@ Proposicion:

@ La inversa de A es unica.
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@ Proposicion:

@ La inversa de A es unica.

@ Proposicion: Si Ay B son regulares:

Claudia Barrera Robles () Matrices y Sistemas de Ecuaciones Il semestre 2010 20 / 63



Proposicidn:

@ La inversa de A es unica.

Proposicién: Si Ay B son regulares:
a) A-Besregulary (A- B)_l — B l.A°1
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Proposicidn:

@ La inversa de A es unica.

Proposicién: Si Ay B son regulares:
a) A-Besregulary (A- B)_l —Bl.A1

@ b) Al es regular y (Afl)fl =A
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DEMOSTRACION
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a b
c d

1 d —b
Al—=_ -
ad—bc(—c a )

@ Se define la inversa de una matriz A = < > de orden 2 como:
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EJEMPLOS
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o Definicidn:
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@ Definicion:

@ Dada una matriz A de orden n X m, llamaremos operaciones
elementales filas (O.E.F) sobre A a cada una de las siguientes
operaciones:
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@ Definicion:

@ Dada una matriz A de orden n X m, llamaremos operaciones
elementales filas (O.E.F) sobre A a cada una de las siguientes
operaciones:

@ a) Fj : es el intercambio de la fila i con la fila j.
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Definicion:

@ Dada una matriz A de orden n X m, llamaremos operaciones
elementales filas (O.E.F) sobre A a cada una de las siguientes
operaciones:

° a) Fij : es el intercambio de la fila i con la fila j.

@ b) Fi(a) : es el reemplazo de la fila i por a veces la fila i, & # 0.
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@ Definicion:

@ Dada una matriz A de orden n X m, llamaremos operaciones
elementales filas (O.E.F) sobre A a cada una de las siguientes
operaciones:

@ a) Fj : es el intercambio de la fila i con la fila j.
@ b) Fi(«) : es el reemplazo de la fila i por a veces la fila i, « # 0.

@ ¢) Fjj(«) : es el reemplazo de la fila i por la suma de la fila i mas a
veces la fila j, i #
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@ Definicion:

@ Dada una matriz A de orden n X m, llamaremos operaciones
elementales filas (O.E.F) sobre A a cada una de las siguientes
operaciones:

@ a) Fj : es el intercambio de la fila i con la fila j.
@ b) Fi(«) : es el reemplazo de la fila i por a veces la fila i, « # 0.

@ ¢) Fjj(«) : es el reemplazo de la fila i por la suma de la fila i mas a
veces la fila j, i #

o Notacion:
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@ Definicion:

@ Dada una matriz A de orden n X m, llamaremos operaciones
elementales filas (O.E.F) sobre A a cada una de las siguientes
operaciones:

@ a) Fj : es el intercambio de la fila i con la fila j.
@ b) Fi(«) : es el reemplazo de la fila i por a veces la fila i, « # 0.

@ ¢) Fjj(«) : es el reemplazo de la fila i por la suma de la fila i mas a
veces la fila j, i #

o Notacién:
@ Si A.B son matrices y B se obtiene desde A efectuando sobre ésta la

.. E
operacion elemental E, se anota A — B
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Ejemplo:

@ Haga las siguientes operaciones filas para la matriz
-1 -2 -1 2
A= 0 4 3 7
2 5 0 -1
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Ejemplo:

@ Haga las siguientes operaciones filas para la matriz
-1 -2 -1 2
A= 0o 4 3 7
2 5 0 -1

o a) F13
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Ejemplo:

@ Haga las siguientes operaciones filas para la matriz

-1 -2 -1 2
A= 0 4 3 7
2 5 0 -1
o a) F13
e b) F5(—2)
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Ejemplo:

@ Haga las siguientes operaciones filas para la matriz

-1 -2 -1 2
A= 0 4 3 7
2 5 0 -1
o a) F13
e b) F3(—2)
o C) F31(2)
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@ Definicidn:
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@ Definicidn:

@ Una matriz E de orden n x m se dice reducida por filas si:
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@ Definicidn:

@ Una matriz E de orden n x m se dice reducida por filas si:

@ a) el primer elemento no nulo de cada fila no nula de E es 1.
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Definicion:

Una matriz E de orden n x m se dice reducida por filas si:

@ a) el primer elemento no nulo de cada fila no nula de E es 1.

b) Cada columna de E tiene sélo el primer elemento no nulo de
alguna fila, el resto de los elementos son 0.
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o Ejemplo:
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o Ejemplo:

@ Matrices reducidas por filas son

1 00 0 012 01
01 0}J;1100 3 0 0
0 01 01 0 4 10
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o Ejemplo:

@ Matrices reducidas por filas son

1 00 0 01 2 01
010])];{1003 0 0
0 01 010 4 10

@ No son matrices reducidas por filas:
10 0 O 0 2 1
01 -1 0 ;1 1 0 —3 | iporqué?
00 1 O 0 0 O
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o Definicidn:
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o Definicion:
@ Una matriz E de orden n X m se dice escalonada reducida por filas

(E.R.F) si;
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o Definicion:
@ Una matriz E de orden n X m se dice escalonada reducida por filas
(E.R.F) si:

@ a) E es reducida por filas
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Definicion:

Una matriz E de orden n X m se dice escalonada reducida por filas
(E.R.F) si:

@ a) E es reducida por filas

b) Toda fila nula de E, si las hay, estan debajo de todas las otras filas.
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o Definicion:
@ Una matriz E de orden n X m se dice escalonada reducida por filas
(E.R.F) si:

@ a) E es reducida por filas

@ b) Toda fila nula de E, si las hay, estan debajo de todas las otras filas.

@ c) Silasfilas 1,2,...,r son las filas no nulas de E y si el primer
elemento no nulo de la fila 7 estd en la columna k; , i=1,2,...,r,
entonces

ki < ky < -+ <kt
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o Ejemplo:
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o Ejemplo:

@ Matrices E.R.F son
1 2 30 1 2 00 2 01 -1 0 400
0 01 001 01 00 0 1 200
0 0O 00 010 00 0O O0O0OOTO
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@ Definicion:
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@ Definicion:

@ Sean A, B matrices en M, (K), se dice que A es equivalente fila a
B , si B se obtiene desde A por un ndmero finito de operaciones
elementales filas
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o Ejemplo:
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o Ejemplo:

0o 1 3 -1
@eSeaA=110 0 1 O ies A equivalente por filas a una
0 -1 0 1
matriz E.R.F?
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Proposicion:

Toda matriz A es equivalente por filas a una tinica matriz E.R.F.
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o Definicion:

Claudia Barrera Robles Matrices y Sistemas de Ecuaciones Il semestre 2010



o Definicion:

@ Una matriz elemental de orden n, es la matriz identidad / luego de
efectuarle una operacion fila.
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o Definicion:

@ Una matriz elemental de orden n, es la matriz identidad / luego de
efectuarle una operacion fila.

@ Se anota:

i
I — E;
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o Ejemplo:
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o Ejemplo:

@ Calcule las matrices elementales Ey3 , Ej2(2) , Es3(4)
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@ Teorema:
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o Teorema:

@ Sean A, B matrices de orden n X m, si desde A se llega a B con
operaciones elementales filas (o columnas), que enumeraremos por
orden
de ejecucidn, entonces existen matrices elementales filas
Ei, Ey, ..., E; de orden n, tales que

(Bt Epq----- E2-E1)A:B
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o Teorema:

@ Sean A, B matrices de orden n X m, si desde A se llega a B con
operaciones elementales filas (o columnas), que enumeraremos por
orden
de ejecucidn, entonces existen matrices elementales filas
Ei,Ey, ..., E; de orden n, tales que

(Et Efq----- E2‘E1>A:B

@ Observacién:
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o Teorema:

@ Sean A, B matrices de orden n X m, si desde A se llega a B con
operaciones elementales filas (o columnas), que enumeraremos por

orden
de ejecucidn, entonces existen matrices elementales filas
Ei,Ey, ..., E; de orden n, tales que

(Er Efq----- E2‘E1>A:B

@ Observacién:

@ El teorema nos dice que existen matrices P y Q tales que PAQ = B
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Ejemplo:

0 1
@SeaA=| 0 0 1 | determine Py B tal que PA= B.
1 1 0
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@ Proposicién:
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o Proposicion:

@ Toda matriz elemental es regular y se tiene:
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o Proposicion:

o Toda matriz elemental es regular y se tiene:

°a) () =Ej
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Proposicidn:
Toda matriz elemental es regular y se tiene:
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Proposicidn:

Toda matriz elemental es regular y se tiene:
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Ejemplo:
-1

0
@eSea A= 0 O escribir A como producto de matrices
1 1

O = =

elementales.
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o Proposicion:
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o Proposicion:

@ Las siguientes proposiciones son equivalentes:
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o Proposicion:

@ Las siguientes proposiciones son equivalentes:

@ a) A es equivalente por fila a la matriz identidad
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Proposicidn:

Las siguientes proposiciones son equivalentes:

@ a) A es equivalente por fila a la matriz identidad

b) A es producto de matrices elementales
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Proposicidn:

Las siguientes proposiciones son equivalentes:

@ a) A es equivalente por fila a la matriz identidad

b) A es producto de matrices elementales

@ c) A es regular.
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Ejemplo:

0 -1 1
Demuestre que A= | 0 0 1 | esregular.
1 1 0
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@ Observacion:
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@ Observacion:

@ Sea A una matriz de orden n. Sabemos por la proposicién anterior
que si A es equivalente por fila a la matriz identidad, entonces A es
regular.
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@ Observacion:

@ Sea A una matriz de orden n. Sabemos por la proposicién anterior
que si A es equivalente por fila a la matriz identidad, entonces A es

regular.

@ Luego existird una matriz P tal que PA =/, donde P es el producto
de matrices elementales ( E; - E;—1--- - - E; - E1) y, por lo tanto,
P=A1
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@ Observacion:

@ Sea A una matriz de orden n. Sabemos por la proposicién anterior
que si A es equivalente por fila a la matriz identidad, entonces A es

regular.

@ Luego existird una matriz P tal que PA =/, donde P es el producto
de matrices elementales ( E; - E;—1---- - E; - E1) y, por lo tanto,
P=A"1

@ Si formamos la matriz ampliada [A : l] de orden n X 2ny le
aplicamos O.E.F de tal manera de que sea equivalente fila a una

matriz de la forma {I : P}, entonces P = A~ L.

Claudia Barrera Robles () Matrices y Sistemas de Ecuaciones Il semestre 2010 41 / 63



@ Observacion:

@ Sea A una matriz de orden n. Sabemos por la proposicién anterior
que si A es equivalente por fila a la matriz identidad, entonces A es

regular.

@ Luego existird una matriz P tal que PA =/, donde P es el producto
de matrices elementales ( E; - E;—1---- - E; - E1) y, por lo tanto,
P=A"1

@ Si formamos la matriz ampliada [A : l] de orden n X 2ny le
aplicamos O.E.F de tal manera de que sea equivalente fila a una

matriz de la forma [I : P], entonces P = A1

@ Este es un método, llamado el método del Gauss, nos sirve para
hallar la inversa de una matriz.
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Ejemplo:

0 -1 1
Demuestre que A= | 0 0 1 | esregular.
1 1 0
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o Determinante de una matriz
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@ Determinante de una matriz

@ Sea A = (aj) € M,(R) se define el determinante de A, y se denota
por det(A) = |A|, como el nimero obtenido del siguiente modo:
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@ Determinante de una matriz

e Sea A = (a;) € M,(R) se define el determinante de A, y se denota
por det(A) = |A|, como el nimero obtenido del siguiente modo:

@ a)si n=1, es decir, A = (a), entonces det(A) = |A| = a
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@ Determinante de una matriz

e Sea A = (a;) € M,(R) se define el determinante de A, y se denota
por det(A) = |A|, como el nimero obtenido del siguiente modo:
@ a)si n=1, es decir, A = (a), entonces det(A) = |A| = a
. . a b
@ b) Si n =2, es decir, A = ( c d ) , entonces

det(A) = |A| = ad — bc
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@ Determinante de una matriz

e Sea A = (a;) € M,(R) se define el determinante de A, y se denota
por det(A) = |A|, como el nimero obtenido del siguiente modo:

@ a)si n=1, es decir, A = (a), entonces det(A) = |A| = a

° b)Sin:2,esdecir,A:<i

det(A) = |A| = ad — bc

b entonces
d ’

n
@ c) Si n> 2, entonces |A| = ) (—1)1 - a; - |Ay] =
j=1
ai1 |Ai1| — a1z |Ai2| + a3 |Ais| — a4 |A1a| + - - - donde |Ayj]| es el
determinante de la submatriz de orden n — 1 obtenida desde A al
eliminar la primera fila y la j — ésima columna.
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Ejemplo:
1 -2

Calcule el determinante de A = 4 _3
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Ejemplo:

0 -1 1
Calcule el determinantede A= 0 0 1
1 1 0
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@ Observacién:
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@ Observacién:

@ Dada una matriz A de orden 3, se puede calcular el determinante
usando la Regla de Sarrus.
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@ Observacién:

@ Dada una matriz A de orden 3, se puede calcular el determinante
usando la Regla de Sarrus.

a b ¢ a b c a b
e SiA= d e f |, seformala matriz d e f d e |,
g h i g h i g h
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@ Observacién:

@ Dada una matriz A de orden 3, se puede calcular el determinante
usando la Regla de Sarrus.

, se forma la matriz

)
)

a b
e SiA= d e
g h

R Q o
>0 o
R Q o
>0 o

o luego el det(A) = (aei + bfg + cdh) — (ceg + afh + bdi)
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o Propiedades:
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o Propiedades:

° a) |A] = |AT]
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o Propiedades:
° a) [A] = |AT]

e b) | =1
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Propiedades:

° a) [Al = |AY|
e b) | =1
°c)|A-B]=I|Al-|B]
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o Propiedades:

0 a) |A] = |AY

o b) [l =1

o )|A-B|= A |8

@ d) Si todos los coeficientes de una fila o columna son ceros, entonces
el determinante es cero.
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o Propiedades:

0 a) |A] = |AY

o b) [l =1

o )|A-B|= A |8

e d) Si todos los coeficientes de una fila o columna son ceros, entonces
el determinante es cero.

@ ¢) Si una matriz tiene dos filas o columnas iguales, entonces su
determinante es cero.
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o Propiedades:

0 a) |A] = |AY

o b) [l =1

o )|A-B|= A |8

e d) Si todos los coeficientes de una fila o columna son ceros, entonces
el determinante es cero.

@ ¢e) Si una matriz tiene dos filas o columnas iguales, entonces su
determinante es cero.

e f) Si a una matriz se le aplica sélo las O.E.F de la forma Fjj(«),
entonces el determinante no cambia.

Claudia Barrera Robles () Matrices y Sistemas de Ecuaciones Il semestre 2010



Teorema:

Sea A una matriz cuadrada. A es regular si y sélo si det(a) # 0
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Definicion:
Dada una matriz A de orden n. Se define la matriz adjunta de A, como

Adi(A) = (- |az]),]"
Al —[Aw] o (=D)AL

—[Aa1]  [An| oo (=1)2T7- | Ay

donde |Ajj| es el determinante de la submatriz de orden n — 1 obtenida
desde A al eliminar la fila / y la columna j.
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o Ejemplo:
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e Ejemplo:

1 2 1
o Calcule la adjunta de la matriz A = 0o 3 2
-2 0 -1

Claudia Barrera Robles () Matrices y Sistemas de Ecuaciones Il semestre 2010 50 / 63



e Ejemplo:

1 2 1
o Calcule la adjunta de la matriz A = 0 3 2
-2 0 -1
-3 2 1
@ Respuesta: Adj(A)=1| —4 1 =2
6 —4 3
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Proposicion:

Si A€ M,(R) y es regular, entonces

1

Al = —
A

- Adj(A)

Claudia Barrera Robles () Matrices y Sistemas de Ecuaciones Il semestre 2010



o Ejemplo:
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o Ejemplo:

1 2 1
@ Calcule la inversa de la matriz A = o 3 2 , Si es que
-2 0 -1

existe.
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o Ejemplo:

1 2 1
@ Calcule la inversa de la matriz A = 0 3 2 , Si es que
-2 0 -1
existe.
3 -2 -1
-1 -3 2 1 2 5 3
@ Respuesta: Al = 5 -4 1 =2 — % %1 :
6 4 -3
6 —4 3 5 5 5
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Sistema de Ecuaciones Lineales
Consideremos el siguiente sistema de con n ecuaciones y m variables o
incognitas:

aiixy + awxe + -+ ainxm = b
arix1 + apxo + -+ anxm = b

aniX1 + anXxo + -+ apmXm = by
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Este sistema se puede escribir matricialmente como AX = B, donde

air a2 -+ adin

ap1 a2 -+ ap
A= : : - : = M”X’"(IR);
dnl dn2 *°°  anm
X1 bl
X2 by
X = : € M, x1(R); B = : € M,x1(R)
Xm bn
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Otra manera de escribirlo es, ampliar la matriz A:

A: B
nx(m+1)
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Definicion:

Diremos que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si tienen el
mismo conjunto solucién.

Un sistema es inconsistente si su conjunto solucién es vacio.
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Regla de Cramer
para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales (cuadrados)

Sea A€ M,(R); B € M,x1(R), tal que |A] # 0,
entonces el sistema de ecuaciones lineales AX = B tiene unica

X1
. X2 i
solucion X = ) ,conx,-:W,lzl,...,n
Xn
aix an - bt - an,
a1 ax -+ b - ag,
donde A; = det
dnl an2 - bn anm
T
columna |
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o Ejemplo:
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o Ejemplo:

@ Resolver por Cramer el siguiente sistema de ecuaciones:

X—y+z=17
—x+2y—z=1
2x—y+z=0
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o Ejemplo:

@ Resolver por Cramer el siguiente sistema de ecuaciones:

X—y+z=7
—x+2y—z=1
2x—y+z=0

@ Respuesta: S = {(—7,8,22)}
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o Proposicion:
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o Proposicion:

@ Sea A una matriz de orden n'y AX = B un sistema de ecuaciones
lineales, entonces se tiene:
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o Proposicion:

@ Sea A una matriz de orden ny AX = B un sistema de ecuaciones
lineales, entonces se tiene:

@ a) Si det(A) # 0, entonces el sistema tiene tnica solucién.
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Proposicion:

@ Sea A una matriz de orden ny AX = B un sistema de ecuaciones
lineales, entonces se tiene:

a) Si det(A) # 0, entonces el sistema tiene dnica solucién.

b) Si det(A) = 0. entonces el sistema tiene infinitas o ninguna
solucidn.
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e Ejemplo:
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e Ejemplo:

@ Resolver el siguiente sistema de ecuaciones: =
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e Ejemplo:
@ Resolver el siguiente sistema de ecuaciones: =

@ Respuesta: S = {}
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@ Definicion:
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@ Definicion:

@ Sea E una matriz E.R.F, se define el rango de E como el nimero de
fias no nulas.
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@ Definicion:

@ Sea E una matriz E.R.F, se define el rango de E como el nimero de
fias no nulas.

@ Notacion: Rg(E) : rango de E.
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Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales
Proposicion:
Dado un sistema A,xm - Xmx1 = Bnx1, entonces se cumple:

a) Si Rg(A) =Rg |A : B| = el sistema tiene solucién.

b) Si Rg(A) = Rg |A : B| < m = el sistema posee infinitas

soluciones.

c)Si Rg(A) = Rg |A : B| =m = el sistema posee tinica solucién.
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o Ejemplo:
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o Ejemplo:

@ Resolver el siguiente sistema de ecuaciones: =
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o Ejemplo:
@ Resolver el siguiente sistema de ecuaciones: =

@ Respuesta: S = {}

Claudia Barrera Robles () Matrices y Sistemas de Ecuaciones Il semestre 2010 63 / 63



